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CIÊNCIAS 
Este trabalho estuda os efeitos têrmicos em estruturas 
maciças de concreto, considerando-se a construção incremental da 
estrutura. E dado ênfase ao problema das tensões têrmicas que se 
instalam em barragens de gravidade de concreto causados, princi-
palmente, pela subita elevação da temperatura e posterior res-
friamento gradual, durante a fase inicial de endurecimento do 
concreto, em decorrência da quantidade de calor gerado nas rea-
ções de hidratação do concreto. A distribuição de temperatura e 
determinada atravês da anãlise linear transiente da transferên-
cia de calor pelo mêtodo dos elementos finitos num dominio bi-
dimensional. Para cãlculo das tensões de origem têrmica supoe-
se, inicialmente, o concreto 
fazendo-se a anãlise linear, 
mentas finitos. Apresenta-se 
como um material elãstico linear, 
convencional, pelo mêtodo dos ele-
a formulação da anãlise visco-elãs-
tica linear aplicada ã materiais com envelhecimento, que traduz 
com maior precisão o comportamento do concreto, e resolve-se o 
problema elasticamente pelo mêtodo de campo de temperaturas equi 
valentes. Finalmente são mostrados exemplos acadêmicos a titulo 
de comparação de resultados e um exemplo de aplicação real da 
anãlise têrmica a um muro de transição de uma usina hidrelêtri-
ca. 
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FULLFIL-
SCIENCE 
This work studies thermal effects on mass concrete 
structures, considering the incremental construction of the 
structure. Particular attention is given to problem of thermal 
stress which are find in gravity concrete dams, caused, mainly, 
by high increases of temperature and following gradual cooling, 
during the inicial phasis of hardening of concrete, dued the 
quantity of heat generated by the reactions of cement hidration. 
The temperature distribution is evaluated by transient linear 
analysis of heat transfer using the finite elements method on a 
bidimensional field. In arder to calculated the thermal stress, 
concrete is supposed to be a linear elastic material, and con-
ventional linear analysis with the finite element method is 
applied. The formulation of the aging material viscoelastic li-
near analysis is presented; This method reflects more sharply 
the concrete behavior and the problem is solved 
through the method of equivalent temperature field. 
simple examples, are presented as well as a actual 






CAPITULO I - INTRODUÇIIO ............................... .. 
CAPITULO II - TRANSFERÊNCIA DE CALOR ................... . 
II.l - Introdução ...................................... . 
II.2 - Processos de Transferência de Calor ....•......... 
II.2.1 - C·ondução ...................................... . 
II.2.2 - Radiação ............................•.......... 
II.2.3 - Convecção ...............................•.....• 
II.3 - Equação da Transferência de Calor ........•......• 
II.3.1 - Equação de Fourier ........................... .. 
II.4 - Condições Iniciais e de Contorno •................ 











mas de Transferência de Calor.................... 26 
II.5.1.- Introdução..................................... 26 
II.5.2 - Formulação Bãsica......................... ... .. 26 
II.5.3 - Regras de Recorrência.......................... 31 
CAPITULO III - ANI\LISE DE TENSÕES....................... 34 
III. l - Introdução .................... ,................. 34 
viii 
III. 2 - Teoria Bãs i ca .................................. . 
III.3 - Viscoelasticidade .............................. . 
III.4 - O Mêtodo dos Elementos Finitos ................. . 
CAPITULO IV - DESCRIÇ/10 DO PROGRAMA ................... .. 
IV. l - Introdução ..................................... .. 
IV.2 - Descrição do Programa ........................... . 
IV.3 - Identificação dos Dados de Entrada .............. . 
CAPITULO V - EXEMPLOS .................................. . 
V.l - Determinação da Distribuição de Temperaturas em 









de Calor Unidirecional............................ 66 
V.2 - Anel de Concreto Submetido ã Variação Lenta de 
Temperatura....................................... 66 
V.3 - Placa Quadrada Submetida a um Carregamento Unifor-
memente Distribuído............................... 70 
V.4 - Anãlise do Estado Têrmico Durante a Construção do 
Muro de Transição Esquerdo MRE da Usina de Samuel. 71 
CAPITULO VI - CONCLUS/10................................. 85 
BIBLIOGRAFIA ........................ , ... , ........ ,...... 87 
CAPITULO I 
INTRODUÇ~O 
Este trabalho aborda o problema da anãlise térmica em 
estruturas de concreto e é particularmente orientado ãs aplica-
ções no estudo das variações de temperatura em barragens de gra-
vidade de concreto. 
De um modo geral, a anãlise térmica de um corpo sõlido 
elãstico envolve conceitos da mecãnica dos sõlidos e da termo-
dinãmica conduzindo a uma formulação acoplada. Em problemas de 
Engenharia Civil pode~se desprezar a dissipação termo-elãstica 
e os efeitos da inércia. Assim, o problema térmico fica dividido 
em dois problemas diferentes que são resolvidos separadamente e 
consecutivamente. O primeiro problema é o da transferência de ca 
lor que permite achar a distribuição de temperaturas; o segundo 
consiste na determinação do campo de tensões térmicas. 
As estruturas de concreto sao muito sensíveis as varia-
çoes de temperatura em virtude da pequena capacidade do concreto 
de suportar tensões de tração. 
As barragens de concreto sao submetidas a uma contínua 
troca de calor com os meios circundantes e, por conseguinte, os 
fatores climãti~os que condicionam as variações de temperatura 
constituem elementos fundamentais na anãlise térmica da estrutu-
ra. Alêm disso, a idealização estrutural das barragens de gravi-
2 
dade, como o prõprio nome sugere, exige grandes volumes de con-
creto e a construção destas estruturas vem apresentar um proble-
ma têrmico peculiar, pois uma considerãvel quantidade de calor ê 
liberada pelas reações exotêrmicas de hidratação dos componentes 
do cimento, durante o processo de endurecimento do concreto. De-
vido ãs elevadas dimensões que estas estruturas geralmente nece! 
sitam, o calor gerado encontra dificuldade de dissipação para o 
meio ambiente, traz~ndo, como consequência, uma sübita elevação 
da temperatura e posterior resfriamento gradual. 
A anãlise de tensões têrmicas apresenta algumas partic~ 
laridades no âmbito da anãlise estrutural. Uma inspeção das equ~ 
ções da teoria da termoelasticidade mostra que, nos corpos sem 
restrições a deslocamentos, ãs variações de temperatura unifor-
mes ou lineares com as coordenadas não introduzem esforços na e! 
trutura. As barragens apresentam em sua concepçao estrutural li-
gaçoes razoavelmente rigidas com a fundação e verifica-se que os 
campos têrmicos que se formam, principalmente aqueles gerados p~ 
lo calor de hidratação do cimento, são fortemente curvos. Consta 
tado o estado de tensões que se instalam durante a fase de cons-
trução, ê de interesse ressaltar que os problemas de dimensiona-
mento, no que concerne a projeto de estruturas submetidas a efei 
tos têrmicos, normalmente não encontram solução convencional. Os 
parâmetros que determinam a grandeza das tensões são, fundamen-
talmente, o gradiente têrmico, o mÕdulo de elasticidade e o coe-
ficiente de dilatação têrmica do material, sendo o parâmetro re-
sistente, basicamente, a resistência do material. Por exemplo, 
uma solução que imponha uma maior resistência ao concreto, acar 
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retaria um aumento do consumo de cimento e do mõdulo de elastici 
dade e, consequentemente, causaria um acrêscimo das tensões têr-
micas (construtores de plataformas de petrõleo no mar do Norte 
pesquisam soluções baseadas em concreto leve cujas característi-
cas têrmicas e relação entre mõdulo de elasticidade e resistên-
cia seriam mais favorãveis). 
No atual estãgio do conhecimento, a solução que vem sen 
do empregada consiste no controle da elevação da temperatura a 
partir da anãlise dos fatores que influenciam as variações de 
temperatura. Estes fatores podem ser tratados em três grupos dis 
tintos: (a) fatores climãticos; (b) calor de hidratação dos ci-
mentos; (c) condições de dissipação de calor da estrutura. 
São vãrios os fatores climãticos que vem influenciar as 
variações de temperatura. Dentre eles pode-se citar: a radia-
ção solar, velocidade dos ventos, a temperatura da ãgua do reser 
vatõrio, a variação da temperatura do ar diãrio, mensal e anual 
e etc ... A avaliação precisa de todos estes fatores e impraticã-
vel, buscando-se algumas simplificações de acordo com o clima da 
região a partir de experiências anteriores. Um ~studo detalhado 
sobre o assunto pode ser encontrado na referência 145 1. 
A Figura 1.1 indica a penetração das ondas diãrias, 
mensais e anuais no corpo de uma barragem e pode-se ·. ~erificar 
que a influência mais significativa ê da variação anual da temp~ 
ratura. No Brasil, com o clima predominantemente tropical, ava-
riação anual da temperatura não e muito acentuada, ao contrãrio 
4 
de outros países. A titulo de exemplo, a Figura 1.2 mostra as 
isotermicas de uma barragem na URSS, podendo-se constatar as va-
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FIG. 1. 1-MANIFESTAÇOES :ERMICAS DEVIDO AOS CICLOS DE 
TEMPERATURA DIARIA, QUINZENAL E ANUAL 
O aglomerante mais utilizado na fabricação dos concre-
tos das barragens e o cimento portland. Em virtude do alto calor 
de hidratação detectado nos cimentos comuns opta-se, em alguns 
casos, pela utilização de cimentos com baixo calor de hidrata-
çao. Um outro recurso tambem consagrado nas construções de barra 
gens e a substituição de parte do cimento por naterial pozolãni-
co. As pozolanas são materiais siliceos ou siliceos-aluminosos , 
que possuem pouca ou nenhuma característica aglomerante quando 
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misturados ã agua. Quando finalmente moídos e adicionados aos ci 
mentos, reagem com a cal livre do cimento, produzindo um 
rial resistente. 
mate-
A avaliação do calor gerado pelo concreto e feita atra-
ves da determinação das curvas de calor adiabãticas dos aglome-
rantes em laboratõrio. Em geral os resultados são expressos pe-
las curvas de elevação adiabãtica da temperatura obtidas com au-
xilio das propriedades termicas do concreto de barragens sao po-
bres, utilizando-se um concreto de melhor qualidaqe na periferia 
da estrutura. A Figura 1.3 apresenta as curvas de elevação adia-
bãtica da temperatura para alguns concretos utilizados em barra-
gens brasileiras, mostrando tambem alguns traços com adição de 
pozolana. 
Os fatores que influenciam a dissipação de calor da es-
trutura se destacam dos demais pois são justamente estes que per 
mitem maior flexibilidade de manipulação, com intuito de favore-
cer a dissipação de calor, diminuindo-se o gradiente termico. Es 
tes são, basicamente, as propriedades termicas dos materiais e 
das formas e o ritmo de construção. 
As propriedades termicas dos materiais sao de suma im-
portância por virem a definir as propriedades termicas dos con-
cretos e que por sua vez determina a capacidade da estrutura de 
reter o calor ou dissipâ-lo no meio ambiente. Estudos detalhados 
dos materiais empregados nas barragens brasileiras podem ser en-
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FIG. 1.2 - ISOTERMAS DE UMA BARRAGEM NA URSS 
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FIG. I. 3- ELEVAÇAO DA TEMPERATURA PARA OS 
CONCRETOS UTILIZADOS EM 




cada engenharia de barragens denominada "Tecnologia dos Mate-
riais''. A titulo de ilustração a Figura 1.4 mostra algumas das 
propriedades têrmicas dos concretos das barragens de Tucurui e 
Itaipu. Na Figura 1.5 pode-se observar a influên~ia da variação 
da difusibilidade na elevação de temperatura numa estrutura con-
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FIG. 1.4-PROPRIEDADES TERMICAS DOS CONCRETOS 
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FIG. 1 • 5- INFLUENCIA DA DIFUSIBILIDADE , . 
TERMICA SOBRE A ELEVAÇAO 
DE TEMPERATURA 
lo 
A opçao adequada do tipo de formas ã empregar exerce 
significativa influência na dissipação de calor do corpo da bar-
ragem. A Figura 1.6 ilustra a diferença verificada quando da uti 
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FIG. 1.6- COMPARAÇAO DA ELEVAÇAO 
DA TEMPERATURA COM 
FORMAS DE MADEIRA, DE 
METAL E DE CORTIÇA 
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Com o objetivo de tornar viãvel a construção de grandes 
barragens e mesmo, em função da tecnologia disponível, a engenh~ 
ria de barragens vem então, utilizando soluções como a têcnica 
de construção em camadas de pequena altura (se comparada com a 
altura total), concretadas com intervalos de tempo entre uma e 
outra, obtendo-se uma elevação da temperatura que seja compatí-
vel com a capacidade resistente da estrutura, vindo a proporcio-
nar ainda, o resfriamento parcial, antes do inicio da colocação 
da camada seguinte. Estes parãmetros, altura das camadas e inter 
valo de tempo entre camadas, juntamente com as temperat~ras de 
lançamento dos concretos, recebem a denominação de ritmo de con-
cretagem ou velocidade de construção. 
Em vista do desenvolvimento atual da tecnologia 
construção de barragens ou construtores têm alcançado um 
de 
ritmo 
de concretagem bastante veloz, o que vem exigir a busca de novas 
soluções. A alternativa que se dispõe, a fim de permitir uma ve-
locidade de construção maior, e o emprego das técnicas de prê ou 
põs-refrigeração do concreto. A primeira importa em diminuir a 
temperatura de lançamento do concreto fresco a partir da adição 
de gelo em cubos ou em escamas em substituição de uma parte de 
ãgua. Tal procedimento implica na diminuição do pico de elevação 
da temperatura em virtude da absorção pelo prõprio concreto, do 
calor por ele gerado, necessãrio ã estabilização da temperatura, 
prõximo ã temperatura mêdia anual do ar. Esta têcnica vem sendo 
empregada na construção de algumas barragens brasileiras. O põs-
resfriamento do concreto ê um metodo de refrigeração artificial 
do concreto por meio de serpentinas imersas na massa do concre-
l 2 
to. Não se tem notícia de aplicação deste processo em barragens 
brasileiras. 
A Figura l .7 ilustra as elevações de temperatura carac-
terísticas de um maciço de concreto executado com diferentes rit 
mos de concretagens. 
A avaliação e a definição dos elementos considerados a~ 
teriormente constituem os dados a serem fornecidos ao programa 
de computador de transferência de calor. Este programa simula a 
construção incremental num domínio bi-dimensional e em regime 
transiente linear. t baseado no método dos elementos finitos e 
a sua formulação e objeto do Capitulo II deste trabalho. O pro-
grama determina, a cada instante a distribuição de temperatura 
na seção transversal da barragem. O Capitulo III se ocupa da de-
terminação das tensões térmicas a partir da distribuição de tem-
peraturas jã calculadas em cada instante. São apresentados al-
guns procedimentos sugeridos pela literatura especializada bem 
como as teorias bãsicas da termoelasticidade e da vi~coelastici-
dade linear considerando-se o envelhecimento do concreto. O pro-
cedimento proposto para cãlculo das tensões térmicos consiste na 
determinação de um campo de temperaturas equivalentes através da 
função de relaxação do concretos empregados e a solução é obtida 
resolvendo-se o problema elasticamente pelo método dos elementos 
finitos. t suposta a validade das hipõteses do estado plano de 
deformações e são utilizados elementos finitos 
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A descrição do programa e alguns detalhes relevantes da 
simulação da construção incremental são relatados no Capitulo 
IV. 
No Capitulo V sao apresentados alguns exemplos acad~mi-
cos onde as soluções obtidas são comparadas com resultados ana-
líticos ou experimentais e outras fontes de consulta. E apresen-
tado um problema real de cãlculo de temperaturas durante a cons-
trução de um muro de transição de uma barragem brasileira. 
Finalmente, no Capítulo VI sao discutidos os resultados 
e assinalados alguns pontos julgados importantes com a perspecti 
va de orientar e incentivar futuras pesquisas nestes assuntos. 
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CAPITULO II 
TRANSFERÊNCIA DE CALOR 
II.l - INTRODUÇAO 
Num corpo no estado sólido, liquido ou gasoso com temp~ 
raturas diferentes em pontos diferentes, estabelece-se um fluxo 
de calor das regiões mais quentes para as partes mais frias. A 
anãlise da transferência de calor tem por objetivo a determina-
ção da distribuição de temperaturas e dos fluxos de calor, no 
corpo, ao longo do tempo. Quando o campo de temperaturas nao 
mais varia com o tempo, diz-se que o fluxo de calor ê estacionã-
rio ou permanente. Caso contrãrio diz-se que ê transiente ou 
nao permanente. 
Existem três formas bãsicas de transferência de calor: 
a condução, quando o calor passa atravês do corpo molêcula por 
molêcula; a convecção quando o calor ê transferido pelo movimen-
to relativo das partes do corpo aquecido e a radiação, quando o 
calor ê transferido de um corpo para outro afastado, pela radia-
ção eletromagnêtica. Nos itens a seguir são mostradas, resumida-
mente, as equaçoes matemãticas que regem estas formas de trans-
missão de calor. 
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II.2. - PROCESSO DE TRANSFERÊNCIA DE CALOR 
II.2.1 - Condução 
A condução e o processo pelo qual a transmissão de ca-
lor se dã atravês de um meio material sem movimentos internos ex 
pressivos e sem intervenção da radiação. to processo de trans-
missão de calor caracteristico dos corpos sólidos podendo tambêm 
ocorrer em fluidos em espessuras muito pequenas. 
A relação bãsica para a transmissão de calor por condu-
çao e dada pela lei de Fourier: 
em que 
dT qx = - k A 
dx 
( 2 . 1 ) 
q - quantidade de calor que atravessa a area A na unidade de 
X 
tempo 
A - ãrea considerada 
dT - gradiente têrmico 
dx 
k - fator de proporcionalidade - coeficiente de condutibilidade 
têrmica do material 
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II.2.2 - Radiação 
A radiação e um processo pelo qual o calor e transmiti-
do de um corpo a alta temperatura para um de mais baixa, quando 
tais corpos estão separados no espaço, mesmo que exista vacuo 
entre eles. O termo radiação e geralmente aplicado a todas as 
espécies de fenômenos que resultam do transporte de energia atra 
ves de um meio transparente ou através do espaço. A 
transmitida dessa maneira e chamada de calor radiante. 
energia 
A lei que rege a transmissão de calor radiante e expre~ 
sa pela relação de Stefam-Boltzman 
= h (T 4 - T4 ) q r r 1 2 ( 2. 2) 
onde: 
T1 - temperatura da superficie 
T2 - temperatura do meio em que se encontra a superficie 
hr coeficiente de transmissão de calor por radiação 
qr - calor radiante 
Em problemas de engenharia civil tal como o estudo de 
·barragens tem grande importância o estudo da radiação solar so-
bre o corpo da barragem. A referencia [ 4 5 [ trata o assunto deta-
lhadamente sob o ponto de vista teõrico e experimental. 
18 
II.2.3 - Convecção 
Dã-se o nome de convecçao ao processo de transmissão 
do calor por intermédio do movimento de um fluido. E .o processo 
principal de troca de calor entre sólidos e fluidos, embora ocor 
ra condução em uma pequena camada próxima a superficie sólida 
chamado camada de passagem. 
Diz-se que a convecçao e natural, se o movimento do 
fluido for devido somente ãs diferenças de densidade causadas p~ 
las diferenças de temperaturas. Se o movimento do fluido for de-




O calor transmitido por convecçao entre uma superficie e 
ê dado pela lei de Newton cuja expressão analitica 
q = h (T - T ) c c e ( 2. 3) 
- quantidade de calor transmitida 
- coeficiente de transmissão superficial por convec-
çao 
T = T(x,y,z,t) - temperatura do corpo na fronteira com o fluido 
Te= Te(t) - temperatura do meio em que se encontra o corpo 
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hc e um coeficiente que pode variar com o tempo e e~paço de ma-
neira prescrita, isto e, hc = hc{x,y,z,t). 
Se hc = hc{x,y,z,t,T) onde Te a temperatura, o proble-
ma e não-linear.· 
II.3 - EQUAÇAO DA TRANSFERENCIA DE CALOR 
II.3.1 - Equação de Fourier 
A Figura 2.1 representa um elemento infinitesimal de 
um corpo sõlido. Lembrando a relação expressa pela equação (2.1) 
o fluxo que entra no elemento e: 
qx = k (-ªl) dy dz (2.4.a) 
x ax 
qy = k (-ª-IJ 
Y ay 
dx dz (2.4.b) 
qz = k (-ªl) dx dy (2.4.c) z az 
o calor que sai do elemento sera 
1-
ar a -ªli 
1 
qx+dx = kx - + ( - k dxl dy dz ( 2. 5) ax ax X ax 












FIG. 2.1-ELEMENTO INFINITESINAL 
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A diferença entre o calor que sai e calor que entra no 
elemento e: 
dx dy dz (2. 6) 
ax 
sendo as expressoes semelhantes para as outras duas direções. 
Fazendo o balanço interno de energia, ou seja, o calor 
armazenado no elemento mais o calor gerado deverã ser igual ã va 








9g= c Y aT 
at at 
- calor especifico 
- peso especifico 
- variação de temperatura 
aqn 
----"- ·- taxa de calor gerado 
at 
( 2 . 7 ) 
( 2. 8) 
Substituindo as equaçoes (2.7) em (2.9) e esta na equa-
çao (2.8) obtemos: 
3T (k -ª-!_) 
ax x ax 
+ -ª-!. 
ay 
( k -ª-!.) 
Y ay 
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+ -ª-!. ( k 
az z 
dq 





( 2 . 9) 
Esta equaçao mais as condições de contorno resolvem o 
problema da transferência de calor. 
Analisando a equaçao 2.10 observamos que se os coe fi -
cientes de condutibilidade térmica kx, ky, kz forem dependentes 
da temperatura o problema não ê linear. Reescrevendo a equaçao 
(2.10) sob a forma compacta usando a notação inicial obtemos 
. 
(k .. t .) . + q
9 
= y c T 
lJ ,J ,l (2.10.a) 
onde o super 1ndice (.) indica derivação em relação ao tempo. 
Se o material ê ortotrÕpico e os eixos de referência 
coincidem com os eixos de ortrotopia a equação (2.10.b) 
se a: 
(k .. T . . ). + q
9 
= y c T 
11 l,J l 
se os coeficientes k .. nao variarem no espaço obteremos 
l l 
k .. T . . + q = y c T 
11 1,1 g 
e ainda, suponho que o material e isotrÕpico vem 
k T .. + q = y c T 






Esta ê a forma (eq. 2.10.e) da equaçao de Fourier de 
transmissão de calor adotada para a anãlise têrmica de estrutu-
ras maciças de concreto. 
11.4 - CONDIÇÕES INICIAIS E DE CONTORNO 
Seja o corpo sÕlido mostrado na Figura 2.2. 
----_;;:_~::::;::~====-.----- . 







FIG. 2.2 - CORPO SOLIDO 
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A distribuição da temperatura inicial no corpo e uma 
função das coordenadas e pode ser escrita 
T(x,y,z,O) = T(x,y,z) (2.11) 
ou ainda, usando a notação indicia] 
(2.11.a) 
Segundo a referência / 7 [ as condições de contorno podem 
ser generalizadas pela expressão 
m m n. q. = n. k .. T . = h(T - Te)+ q 
l l l l J ' J (2.12) 
sendo ni, = l, 2, 3 - cossenos diretores da normal ao contorno 
q - fluxo prescrito 
A partir desta generalização das condições de contorno, 
podemos encontrar os seguintes casos particulares: 
(a) Temperatura prescrita na superficie 




sendo F(x., t) uma função prescrita. l . . 
(b) Fluxo prescrito 
Assumindo que h = O a equaçao (2.12) se escreve 
n. k .. T . = q(x
1
., t) em C2 
1 l J , J (2.14) 
ARde q(xi, t) ê uma função prescrita. A ocorrência de q(xi,t)=O, 
indica que o contorno ê uma superfície adiabãtica, isto ê, nao 
hã troca de calor atravês dela. 
(c) Convecção 
Fazendo q = O, m = l e h - hc' vera 
n, k .. T . = hc(Te - T) em c3 1 1 J , J (2.15) 
(d) Radiação 




II.5 - O MtTODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO A PROBLEMAS DE 
TRANSMISSAO DE CALOR 
II.5.1 - Introdução 
Os mêtodos de solução de problemas de transferência de 
calor podem ser divididos em dois grupos: os mêtodos analíticos 
e os mêtodos numêricos. Os mêtodos analíticos são limitados a 
problemas simples e encontramos algumas soluções em 113 , 37 1. Os 
mêtodos numêricos, atualmente, são os mais adotados em virtude 
das facilidades computacionais. Os mêtodos numêricos subdividem-
se em três grandes grupos, a saber: o mêtodo das diferenças finl 
tas, o mêtodo dos elementos finitos e o mêtodo dos elementos de 
contorno. O mêtodo dos elementos finitos esti bastante difundi-
do, aceito e empregado na resolução de problemas de engenharia 
e particularmente aos problemas de transferência de calor 
17 , 51 , 54 1. Na apresentação da formulação do mêtodo dos elemen-
tos finitos aplicados a problemas de transferência de calor, 
aborda-se diretamente o caso de regime transiente, que e de in-
teresse neste trabalho. 
II.5.2 - Formulação Bisica 
Os problemas de transferência de calor lineares sao 
governados pela equação de Fourier (2.10.d) com as condições de 
contorno (2.12) e condições iniciais (2.11). 
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O desenvolvimento da formulação pode ser obtido pela 
aplicação do metodo de Galerkin, que como se sabe, 
ao enfoque variacional da equação (2.10.e). 
corresponde 
Seja T = T(x,y,z,t) a função incõgnita no dominio do 
corpo ilustrado na Figura 2.3. 
Subdividindo o corpo em elementos finitos teremos, num, 
'· elemento, as temperaturas aproximadas por 
n 
T(x,y,z,t) = I Ni(x.y.z) \(t) (2.17) 
1 
Sendo Ni(x.y.z) as funções de forma do elemento com n 
nos e Ti(t) as temperaturas nodais. 
Substituindo a (2.17) na Eq. (2.9) e aplicando o metodo 
de Galerkin, vem: 
JR {/2- (kn 2.) 
a ( k ~) a (kz2.)I 
n 
N. + - + I Nj <Pj + 1 an an ay Y ay az az i 
a N. <P j} du dy dz (2.18) + qg - y c at J 
Modificando o lado esquerdo para as correspondentes i n -












aN. n oN. aN. n oN. oNi n oN. l l. kx _J l l k _J l kz _J) cp . dx dy dz + (-- + + y J ax l ax ay l ay az l az 
n 
f R f R + N. qg dx dy dz + N. Yc l N. cp . dx dy dz + l l J J 
+ f c 
n aNj n oNj n oN. 
N. (I kx nx + l k n + l k _J n ) 
l l ax l y ay y l z az z 
Analisando a equaçao (2.19) podemos fazer 
NE 
f E 
aN. aN. oNi aN. aNi oN. 
K ~ . l l kn _J k _J + kz _1) = (-- +-l J l an an ay y ay az az 
NE 
w. = l f N. y N. du dy dz l J l E l c J 
NE 
Q ~ = l f N. qy du dy dz l l E l 
Substituindo (2.17) na (2.12) e levando a 
(2.19) surgem os seguintes casos: 
(a) Temperatura prescrita (h= 00 ,m -=l,q=D) 
n 
N. h(T - l NJ. TJ.) 
l i 
Separando as integrais, virã 
cp . 
J 
dx = o 
(2.19) 









O primeiro termo é a contribuição do contorno c1 ao ve-
tor de carga térmica e o segundo contribui para a matriz de con-
dutividade térmica, ou seja 
Q '! = f N i , 
cl 
h T dc 1 
K'!. = f c
1 
Ni h N. T. dc 1 , J J J 
Se h = 00 resulta na conhecida regra do numero 
grande de introdução das condições de contorno. 
(b) Fluxo prescrito (h = oo) 
A equaçao (2.21) com h = O, substituída na 
(2.19) fornece o termo: 
Q'!'=i:f Niqdc2 , e 
2 
que contribui para o vetor de carga térmica. 
(e) Convecção {h = hc; m = l; q = O) 





( 2. 24) 
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K '! •. 
1 J 




hc Te dc 2 (carga termica) 
Reescrevendo a equaçao (2.19), na forma seguinte 
(2.26) 
1 K 1'. J. + K '! . + K '! '. / T + / M . . / T + / Q '. + Q '! + Q '! ' + Q '! ' / = O ( 2 • 2 7 ) 1 J 1 J 1 J 1 1 1 1 
ou ainda, 
. 
/K .. / T+/M .. / T+Q
1
. =O 
1 J 1 J 
(2.28) 
e então, em todo o domínio a equaçao (2.28) reduz-se a 
l~IT+/~IT+Q=O (2.29) 
A matriz /K/ e a matriz de condutividade termica, a ma-
triz /M/ e a matriz de capacidade calorífica, e /Q/ e o vetor 
de carga calorífica (termica). Esta e a equaçao que governa o 
problema de transferencia de calor pelo metada dos elementos fi-
nitos. 
II.5.3 - Regra de Recorrencia 
Seguindo o procedimento sugeri do na referencia / 2 7 /, p~ 
ra a integração no tempo da expressão (2.29), podemos fazer: 
32 
t* = t + 86t 
onde t* e um tempo qualquer como indica a Figura 2.4, 
0<8>1. 










e, consequentemente Qt* e Tt* variam linearmente no tempo, isto 
e' 
(2.32) 
It* = (l - 9 ) Tt + 8 It+õt (2.33) 
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Substituindo (2.31) a (2.33) em (2.29) resulta a segui~ 
te fórmula de recorrência 
M 
nt 
+ 0 K 
M 
- (1 - 0) K T + (1 - 0) Q + 0 t -t 9t+nt 
(2.34) 
Diferentes valores de 0 dão origem a uma familia de me-
todos de resolução da equação (2.34). Se e= O o método e denomi 
nado explicito; o equilibrio é obtido no tempo ''t'' e o esquema 
de recorréncia é condicionalmente estãvel, isto e, a convergen-
cia depende do valor do incremento de tempo nt. Quando e i O o 
método é dito método impl1cito: o equilibrio é considerado no 
tempo t + nt, sendo incondicionalmente estãvel. 
No Cap1tulo V sao apresentados exemplos de construções 
incrementais comparando-se os resultados obtidos com diferentes 
valores de e com soluções analiticas e dados experimentais. 
34 
CAPÍTULO III 
AN~LISE DE TENSOES 
III.l - INTRODUÇ~O 
O procedimento numérico proposto no capitulo anterior 
fornece as temperaturas nodais dos elementos finitos; são conhe 
cidas as distribuições de temperaturas na seção transversal da 
barragem ao longo do tempo e esta anãlise e efetuada até que se 
obtenha a estabilização aceitãvel da mesma, o que vem a ocorrer 
quando a temperatura no interior da barragem se aproxima da tem 
peratura média anual. O tempo necessãrio para isso depende so-
bretudo das dimensões da estrutura. 
O passo seguinte consistirã na avaliação das tensões 
térmicas em determinados e espaçados intervalos de tempo duran-
te a construção incremental. Este capitulo é dedicado ã anãlise 
das tensões enquanto ocorrerem tais manifestações térmicas. Em 
termos de uma anãlise global da estabilidade da estrutura, os 
resultados desta anãlise deverão ser confrontados e/ou superpo~ 
tos com os valores resultantes de outras verificações, como por 
exemplo, carregamento hidrostãtico, subpressão e peso prÕprio. 
Antes de entrarmos estritamente no problema da anãlise 
das tensões térmicas nos deteremos para examinar algumas ques-
tões de âmbito geral. 
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D presente estudo admite algumas simplificações sob 
- -dois aspectos fundamentais. D primeiro diz respeito a concepçao 
ou idealização estrutural de barragens de gravidade de concreto 
e o segundo, refere-se ãs hipôteses estabelecidas para a simula 
çao numérica da construção por etapas. 
No tocante ao primeiro aspecto, as opiniões sao unifi-
cadas em torno da validade das condições que se pressupõe para 
o estado plano de deformações. Assim, considera-se as deforma-
ções longitudinais nulas em todo o comprimento da estrutura, 
sendo que os resultados obtidos identificam-se, principalmente, 
com os valores acusados na seção media. Não se tem notfcias de 
trabalhos que questionem tal suposições ou apresentem outras su 
gestões, como por exemplo, a ponderação do comportamento tri-di 
mensional. 
O segundo ponto assinalado, diz respeito ã variação da 
geometria da estrutura com o tempo e requer um estudo minucioso 
quando se dã a transição ou acréscimo de uma nova parte da es-
trutura. Como se sabe, qualquer procedimento numérico exige a 
discretização do tempo em peque~os intervalos, e assim se proc! 
de na anãlise de tensões em barragens embora com algumas pecu-
liaridades que ampliam significativamente a complexidade do prQ 
blema em foco. 
D cerne da questão situa-se nas condições de fabricação 
da estrutura. D concreto e lançado fresco nas formas e so vem 
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adquirir caracteristicas de material sõlido algumas horas apos 
o fim de pega do cimento .. Admite-se que este periodo esteja com 
preendido entre 6 e 12 horas, conforme demonstram alguns en-
saios realizados em concreto com esta ultima idade (existe gra~ 
de dificuldade na execução de ensaios em corpos de prova muito 
jovens, recém-fabricados). 
Assim, fica evidente a dificuldade de modelar o contato 
entre o concreto velhor e o novo, menos pela questão matemãtica 
e mais pela exiguidade de dados experimentais. 
Por outro lado, cabe uma mençao ao trabalho de SABLKAJ 
1" 3 1 que aborda o problema utilizando um elemento de junta e 
que se encontra desenvolvido na referencia 1' 7 1 e muito comumen 
te empregado em anãlise de maciços rochosos 1' 6 1. 
Este elemento finito de junta simula o contato entre 
duas superficies admitindo, através da formulação da sua matriz 
de rigidez, deformações normais e transversais na interface. 
Uma outra observação interessante que se pode inferir do citado 
trabalho consiste no relato de uma comunicação verbal do profe~ 
sor Roy Carlson, membro do comite de concreto massa do ACI. Se-
gundo o professor, a relaxação das tensões no primeiro dia de 
idade alcança o valor não pouco surpreendente de cerca de 
100%; o autor considerou um valor menos nocivo em seus relatõ-
rios, em torno de 50%. 
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A posição adotada neste trabalho, baseia-se em primeiro 
lugar, na ausência de dados experimentais que venham a nortear 
o procedimento numêrico especifico que ora se discute, e em 
segundo, cabe um tõpico prãtico no que concerne ã definição do 
intervalo do tempo. Este ê, frequentemente, limitado pelo cons~ 
mo de memõria de computador, parâmetro inevitãvel, inerente a 
resolução destes problemas de grande porte. O intervalo de tem-
po ê geralmente tomado igual a meio dia, ou seja 12 horas. Lo-
go, neste passo inicial, apõs a colocação de uma nova camada, o 
concreto ji atinge um grau de endurecimento satisfatõrio e ne-
cessãrio ã sua adequação teõrica. O problema, ê então, contorn~ 
do, dando-se prosseguimento ã anãlise sem a consideração parti-
cular deste efeito de contato, colocando-se indubitavelmente a 
favor da segurança. 
A questão da determinação de um modelo que represente o 
comportamento estrutural do concreto, desempenha um papel rele-
vante na discussão da capacidade resistente da estrutura em 
mente. Nas linhas que se seguem, apresenta-se uma breve explan~ 
çao pretendendo-se despir estes fenômenos das simplificações 
que lhe foram impostas em virtude da necessidade de realizações 
objetivas e dos confrontos lÕgicos com a natureta, prôprios de~ 
tas situações, com intuito de evidenciar os diversos parâmetros 
que influenciam o comportamento do concreto e apontar a distân-
cia ainda existente ã saturação cientifica. 
Esta questão pode ser melhor apfeciada atravês do en-
saio de laboratôrio realizado na Universidade de Berkeley e re-
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latada por SILVEITA 1""1. Trata-se de uma experiência com obje-
tivo de reproduzir em laboratõrio as solicitações a que o con-
creto ê submetido durante a fase de endurecimento. 
Foi utilizado um corpo de prova de 30 centfmetros de 
diâmetro e 120 centfmetros de altura confeccionado com um traço 
igual ao empregado em barragens. A aparelhagem destinada ao ex-
perimento permitiu o controle das deformações (com intuito de 
impedi-las longitudinalmente) e a variação da temperatura do 
corpo de prova. Foram moldados tambêm, corpos de prova cúbicos 
com os quais tornou-se possfvel a avaliação do coeficiente de 
dilatação têrmica, mõdulo de elasticidade e deformações têrmi-
cas do concreto ao longo do tempo de duração dos ensaios. 
Ao corpo de prova foi aplicada uma variação de tempera-
tura semelhante ã que se verifica em concretagens de grandes v~ 
lumes de concreto. A partir dos dados extrafdos dos espêcimens 
cúbicos e das leituras das cargas manifestadas durante o ensaio 
foi possfvel a determinação das tensões elâsticas e reais. 
As Figuras 3.1 a e b mostram a curva de temperatura a 
que o corpo de prova foi submetido bem como o esquema estrutu-
ral do ensaio. Com os valores obtidos foram traçadas as curvas 
que indicam a evolução das tensões elãsticas e medidas. O con-
fronto do aspecto das curvas de tensões indicam nitidamente (Fi 
gura 3.1 a) a modificação do quadro de tensões têrmicas durante 
o endurecimento do concreto. Esta alteração ê atribufda a acen-
tuada caracterfstica não elãstica que o concreto exibe, princi-
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Pode-se observar que a forte relaxação das tensões de 
compressão veio a causar a inversão do sinal das tensões num de-
terminado instante durante o resfriamento. O conhecimento deste 
comportamento assume uma importância substancial jâ que os efei-
tos podem ser nocivos ou benéficos â estruturas, e um maior con-
trole permitirã, por um lado, maior segurança ã suscetibilidade 
ã fissuração e por outro, maior economia em função de cãlculos 
menos conservadores 132 1. 
Vãrios trabalhos vêm se ocupando do assunto e as dire-
trizes sugeridas e adotadas são as mais diversas. Dentre estas, 
distinguem-se duas tendências: a primeira, mais tradicional, são 
análises muito simplificadas baseadas em hipõteses extremas qua~ 
to ã restrição aos deslocamentos e utilizam-se do mêtodo do mõdu 
lo de elasticidade aparente do concreto para simular a resposta 
viscoelãstica da estrutura; a segunda que pode-se admitir mais 
moderna, procura maior rigor na idealização estrutural aceitando 
como válidas as hipÕteses do estado plano de deformações e dis-
cretizando a estrutura em elementos finitos. No entanto, no que 
concerne a representação estrutural do concreto, ainda não en-
contram eficãcia visto a incapacidade de tais modelos incorpora-
rem a influência da temperaturasobre o comportamento viscoelãstl 
coe mõdulo de elasticidade do concreto; some-se a isto, a possl 
bilidade de violabilidade das hipõteses do principio da superpo-
sição no qual se fundam as teorias e métodos mais 
atualmente 19 1, como serã visto mais adiante. 
.Jcorrentes 
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Neste trabalho, serã empregado o mêtodo das temperatu-
ras equivalentes tal como proposto por ZIENK1EVICZ [ 53 [. Este 
mêtodo ê baseado no principio da superposição e transforma o cam 
pode temperaturas, atravês das funções de relaxação dos concre-
tos, num campo de temperaturas equivalentes e com esta distribui 
ção de temperaturas a estrutura ê resolvido elasticamente pelo 
mêtodo dos elementos finitos. Nos itens que se seguem serao 
apresentadas as teorias da termoelasticidade linear, teoria da 
viscoelasticidade linear com envelhecimento e a formulação do 
mêtodo das temperaturas equivalentes, aplicado a problemas tridi 
mensionais, Valendo-se da notação indicial, a exposição abrange-
rã o caso geral tri-dimensional. A particularização para os pro-
blemas planos serã omitida, encontrando-se em alguns textos esp~ 
cificos [ 50 /. 
III.2 - TEORIA B~SICA 
Se consideramos um elemento infinitesimal de volume o 
equilfbrio estãtico ficarã assegurado quando foram 
as equaçoes 
o .. +b.=0 
1 J 1 
satisfeitas 
( 3. l ) 
onde as componentes do tensor de tensão sao representadas por 
ºij e bi são as componentes das forças de corpo ou de massa. 
Sob a açao de forças o corpo sofre um deslocamento em 
relação a sua configuração original. Se os deslocamentos sao 
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tais que o produto de suas derivadas parciais pode ser despreza-
do, então as deformações são expressas pelo tensor de Cauchj 
E,.= (u .. + U .. ) 
lJ 2 l,J J,l 
( 3. 2) 
A maior dificuldade consiste em se calcular deslocamen 
tos usando a equação (3.2) e, consequentemente necessita-se de 
estabelecer outras condições. Estas são dadas pelas equaçoes de 
compatibilidade e encontram-se deduzidas nos textos 
/




( 3. 3) 
Esta equaçao e uma condição necessãria e suficiente que 
as deformações têm que cumprir para a obtençio do equilibrio em 
corpos simplesmente conexos. Entretanto, para corpos multiplame~ 
te conexos esta condição ê geralmente necessária mas nao 
ciente. 
sufi-
Todas as relações apresentadas sao independentes das 
propriedades dos materiais e, consequentemente, elas são válidas 
para materiais com comportamento elástico e não elãstico. 
Imaginando-se um material elãstico, isotrõpico e isotê~ 
mico a lei de Hooke que institui as relações tensões-deformações 
podem ser expressas na forma 
ou inversamente, 





Jo .. - V ºkk ÔiJ.J 
lJ l+v 
onde vê o coeficiente de poisson e G o mÕdulo de 
(3.4.a) 
( 3 • 4 • b ) 
elasticidade 
transversal. Estes estão relacionados com o mõdulo de el;asticid~ 
de atravês da relação 
forma 
G = _.;:E __ 
2(l+v) 
( 3. 5) 
Concisamente, a equaçao (3.4.a) pode ser escrita na 
( 3. 6) 
na qual Cijkl e o tensor de quarta ordem de constantes elãsticas 
dado por 
2Gv 
( 3. 7) 
As equações (3.1), (3.2) e (3.4) representam um siste-
ma de 15 equações para seis incõgnitas de tensão, 6 de deforma-
çao e 3 de deslocamentos. Substituindo-se a equaçao (3.2) na 
(3.4.a) pode-se obter tensões em termos de deslocamentos e, le-
vando o resultado ã equação (3.1) forma-se 3 equações de segunda 
ordem de derivadas parciais de 3 deslocamentos. O resultado des-
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tas equaçoes e conhecido como equaçao de Navier e se escreve 
G 
Gu. kk + uk,kJ. + bJ. = O 
J, l-2v 
( 3. 8) 
Esta forma ê particularmente conveniente quando as condições de 
contorno em termos de deslocamentos são especificadas. Usando 
as equaçoes (3.1) e (3.4) e levando ã equação de contorno obte-
mos 
2Gv 
uk,k n,. + G(u .. + u .. ) u. = pi (3.9) 1-vv i,J J,l J 
Supondo-se agora, que o corpo esteja submetido a uma 
variação de temperatura, constante no tempo e condicionada as 
coordenadas na forma 
T = T(x, y, z) 
As dilatações têrmicas sao deformações livres, 




onde a e o coeficiente de dilatação têrmica do material. 
Estas deformações adicionais somam-se ãs deformações do 





Analisando-se as equaçoes acima, e interessante notar 
que tais deformações são essencialmente solicitações adicionais 
ã estrutura, sob a forma de deformações impostas. Seguindo-se os 
procedimentos jã indicados pode-se chegar a equação, 
ETlj 
uk,kj + = O 
l -u 
(3.13.a) 
Presumindo-se que bi = O a equaçao acima pode ser rees-






u k, kj + 
l -u 
(3.13.b) 
Procedendo-se analogamente com a sequência de equaçoes 
de contorno, e fazendo p. = O chega-se a 
l 
(3.14) 
Comparando as equaçoes com as correspondentes no estado 
isotêrmico, conclui-se que o problema têrmico pode se soluciona-
do com a suposição que o mesmo se encontra no estado isotêrmico 




b '. E T; j = l l -u 
(3.15) 
p '. ET = 
l l -u 
(3.16) 
Este resultado e conhecido como analogia de Duhamel. 
Admitindo-se que o campo de temperatura seja transien-
te, variãvel no tempo, todos os componentes de tensão, deforma-
çao e deslocamento são funções do tempo e para a verificação do 
equilibrio exige-se que as equações sejam satisfeitas em cada 
tempo t. 
Na anãlise de estruturas maciças de concreto durante o 
periodo de construção, faz-se necessãrio, evidentemente, a cons! 
deração da variação da geometria da estrutura com o tempo e a v~ 
riação do mõdulo de elasticidade do concreto com o tempo e temp~ 
ratura. 
A anãlise elãstica pode ser efetuada em qualquer instan 
te de tempo t segundo a formulação esquematizada abaixo: 
J&(t)JGT(t) _ [a, t(t), s, E(t 1 T(t)[GT(t) 
sendo: o(t) - campo de tensões 
T(t) - campo de temperaturas 
GT(t) - geometria no tempo t 
E(t) ~ mõdulo de elasticidade 
u coeficiente de poisson 
a - coeficiente de dilatação térmico 
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III.3 - VISCOELASTICIDADE 
Como ji se fez mençao anteriormente, o problema da de-
terminação das tensões de origem têrmica apresenta dois enfoques 
bisicos: a formulação matemitica do comportamento estrutural do 
concreto e o procedimento de resolução da estrutura orientado a 
vertente numêrica. 
Neste item optou-se pela manutenção de um texto bisico 
da teoria da viscoelasticidade linear, considerando-se o envelhe 
cimento do concreto, que tem como pressuposto bisico o principio 
da superposição. Com referência ao mêtodo de resolução dos pro-
blemas, buscou-se desenvolver formalmente o mêtodo das forças 
ou temperaturas equivalentes pois este encontra muita facilidade 
para o emprego do computador, ji que pode ser utilizado atravês 
do mêtodo dos elementos finitos aplicado a problemas elistico-li 
near, como proposto por ZIENKIEWICZ 153 1. 
O exame de um elemento estrutural de concreto, tendo 
transcorrido um periodo de tempo apõs aplicação da carga a estru 
tura vem mostrar que a deformação aumenta decrescentemente com o 
tempo. A ordem de grandeza destas deformações chegam a alcançar 
duas ou três vezes o valor da deformação inicial o que tem leva-
do pesquisadores a maiores investigações do fenõmeno. A classifi 
cação e elucidação de todas as formas de deformações percebidas 
nos corpos constituem objetos de muitas interpretações. 
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A reologia ê a disciplina que se ocupa do estudo das 
diversas formas de_manifestação de deformações nos materiais. A 
reologia estrutural reconhece três tipos fundamentais de deforma 
ção: elãstica, plãstica e viscosa. Estas formas tambêm podem se 
manifestar associadas, como por exemplo, elasto-plãstica ou vis-
coelãstica e estas combinações estão sujeitas a outros fatores, 
tais como, envelhecimento, tixotropia ou deformação por endureci 
mento. 
A deformação elãstica ê compreendida como a deformação 
inicial, linear e completamente reversivel quando retirado o 





A deformação viscosa e caracteristica de fluidos ideais 
e e definida atravês da taxa de variação, isto e 
dE 
dt 
= (J (3.18) 
A deformação plãstica ê relativa a inversibilidade da 
deformação o que significa que as distorções são preponderantes 
em relação as deformações volumêtricas, podendo-se escrever de 
um modo geral 
E = F(cr, t) (3.19) 
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entretanto, somente para valores de tensâo superior a um deter-
minado limite, verificando-se que as deformações nâo se modifi-
cam com a retirada do carregamento. 
O principio da superposiçâo das deformações aproxima de 
forma razoãvel o comportamento do concreto, sendo que, este pri~ 
cipio é vãlido somente em elasticidade ou viscoelasticidade, nao 
sendo aplicãvel ã viscoplasticidade. Observa-se ainda que, o coe 
ficiente da viscoelasticidade para o concreto varia nâo somente 
com a idade do concreto mas também com o tempo sob carga. 
Para o prÕposito de cãlculo estrutural, o comportamento 
do concreto é suficientemente representado pela teoria da visco-
elasticidade e assim a teoria de elasticidade pode ser ampliada 
e aplicada. Cargas ou deformações impostas constantes nâo modifl 
cam o estado de solicitaçâo no corpo. Assim, as solicitações p~ 
dem ser determinadas pela teoria da elasticidade. Alguns traba-
lhos de pesquisas tem separado as deformações inelãsticas do 
concreto em volumétricas e desviantes. Isto supõe que o comport~ 
menta do concreto é isotrÕpico e as duas componentes podem ser 
simplesmente superpostas. Portanto, é unanimamente aceita a cons 
tância do coeficiente na fase elãstica e em fluência. 
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A viscoelasticidade linear considerando-se o envelheci 
menta reconhece duas formas de manifestação. Denomina-se fluên-
cia linear a resposta do concreto ã aplicação de uma carga man-
tida constante; uma deformação inicial elãstica seguida de uma 
L 
deformação lenta decrescente com o tempo e proporcional a defor 
mação inicial, conforme traduz a equaçao (3.20) e ilustrada pe-











FIG. 3.2 - FLUÊNCIA 
51 
O coeficiente de proporcionalidade~ depende da idade 
do concreto quando solicitado e do tempo decorrido apõs o carre 
gamento, logo 
~ = ~(t-T, t} 
ou ainda, mais concisamente, 
~ = ~(T, t) 
sendo: T - instante de aplicação da carga 
t - tempo 
e a equaçao (3.20} passa a ser escrita: 
s(t) = E; + ~(T, t) Ei 
Como: 
a equaçao assume a forma 
s(t} = o. 11 + ~(T.t)I 






( 3. 25) 
A função ~(T.t) recebe a denominação de coeficiente de 
fluência e a expressão entre parenteses da equação (3.25) cha-
ma-se de função de fluência, isto ê 
C(t, t) = + <P(t.t) 
E(t) 
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e a equaçao (3.20) e reescrita na seguinte forma: 
c:(t) = oC(,.t) 
(3.26) 
(3.27) 
Denomina-se relaxação a resposta do concreto a uma de-
finição imposta instantaneamente e mantida constante: uma ten-
são inicial elãstica seguida de uma relaxação desta tensão de-










' Analogamente, pode-se escrever 
o(t) = sR(1, t) (3.28) 
sendo 
R(1,t) = R(t-1, t) = sEll - *(1.t) 1 (3.29) 
em que 
*(1, t) - coeficiente de relaxação 
Se a tensão ou a deformação é variãvel com o tempo e 
aplicadas em parcelas discretas, admite-se vãlido o principio 
de superposição. Este principio institui que o efeito final se-
ja obtido através a superposição dos efeitos devidos a cada 
acréscimo atuando separadamente, assim pode-se escrever 
n 
s(t) = I o . C (Ti , t) 




o ( t) = I Ei R (Ti , t) 
i = 1 
(3.31) 
Se avaliação é continua o somatório é substituído por 
uma integral e as expressões anteriores passam a 
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E(t) Jt da e (, , t) d, = 
o d'[ 
e, analogamente 
CJ ( t) Jt dE R ( , ' t) d'[ = 
o d'[ 
Sendo, a variãvel de integração e to limite 
rior de integração (constante dentro da integral). Esta 
gral recebe a denominação de Integral Heuditeria. 
De um modo geral, pode-se escrever 
E(t) Ccr 
e 
cr(t) = RE 
sendo que C e R assumem a forma de operadores, isto e 
e 
l.Li C(,, t) d, 
d'[ 











III.4 - O MtTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 
Em vista das dimensões, irregularidades e variação da 
geometria das estruturas de barragens a possibilidade de utili-
zação do mêtodo dos elementos finitos assumem uma importância 
relevante. A anâlise elâstico-linear ê bastante facilitada, co-
mo foi mostrado no item anterior, em virtude da anâlise poder 
ser efetuada em qualquer tempo independentemente dos resultados 
anteriores. O procedimento adotado ê o corrente da pratica dos 
elementos finitos, a partir da formação das retas de carga obti 
dos das deformações têrmicas livres 1 1. 
O comportamento do concreto, principalmente quando jo-
vem, se afasta significativamente da hipÕtese de material elâs 
tico-livre. A teoria da viscoelasticidade linear considerando-
se o envelhecimento do concreto vem propiciar uma representação 
mais prõxima da realidade embora ainda não seja a ideal e, nes-
te item pretende-se apresentar o mêtodo das forças ou temperat~ 
ras equivalentes como um procedimento satisfatõrio para a consi 
deração do modelo viscoelâstico utilizando-se do mêtodo dos 
elementos finitos. O mêtodo das forças ou temperaturas equiva-
lentes (MFE, MTE) foi primeiramente aplicado a problemas de 
tensões têrmicas em estruturas de concreto por Z!ENKIEVICZ 1 1. 
Baseia-se nas analogias viscoelâsticas atribuTdos a McHenry e 
Alfley sendo que a principal vantagem situa-se na redução do 
problema viscoelãstico do problema elâstico, conduzindo por-
tanto, a resolução de um problema trivial. 
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Seja um corpo sõlido submetido a um campo de temperatu 
ras 
T = T(x, y, z, t) (3.38) 
sendo o mõdulo de elasticidade função do tempo, isto e 
E= E(t) (3.39) 
eu, coeficiente de poisson constante. 
Suponha-se que a função de relaxação do material seja 
conhecida e, por conseguinte, possa-se instituir o operador R 
dado por (3.37). 
Aplicando-se este operador ao campo de temperaturas ob 
temos um campo de temperaturas equivalente, dado por 
T'( t) = R T(x,y,z,t) X, y, Z, 
E ( t) 
e as deformações t~rmicas serão escritas como 
T 
E . . = 
l J 




Levando esta expressao as equaçoes do problema elisti-
co (3.5) e, com aux1lio de (3.2), substituindo-se o resultado 
nas equações de equil1brio (3.1) chega-se a equação de Navier 
R u. kk 
. -"J'--''---- + 
2 ( l + v) 





= o (3.42) 
1-w 
Por outro lado, a formulação do problema viscoelãstico 
nos leva a instituir a relação-tensão-deformação na forma 
a~. 
l J 
E. . V 
= R --2.J.. + ~~~~~-
1 + w {l-w)(l-2v) 
Ekk 0ij (3.43) 
Seguindo o mesmo procedimento anterior recaímos ,1 na 
equaçao (3.42). 
A interpretação deste resultado mostra que e indife-
rente a resolução do problema termo-viscoelãstico da resolução 
do problema termo-elãstico com a utilização de um campo termice 
equivalente. t evidente que a resolução deste ultimo problema e 
mais vantajosa em virtude destes jã ser bastante conhecido. 
Vale ressaltar que o principio da superposição e uma 
aproximação regulada por algumas hipôteses bãsicas. Estas hipi 
teses fundamentais são: 
a) as tensões sao menores do que 40% da tensão de ruptura do ma 
terial; 




c) o concreto nao exibe perda substancial de 
d) nao hã grande aumento de tensões {deformações) depois do 
componente inicial. 
Estas hipõteses jã evidenciam alguns impedimentos. 
Da aplicação da teoria da viscoelasticidade linear 
principalmente no que diz respeito ao item (b); é do conhecimen 
to geral que hã uma reversão no quadro de tensões durante a qu~ 
da de temperatura. No entanto, sendo o resfriamento continuo, 
é vãlida uma primeira tentativa de se avaliar o efeito da rela-
xação de tensões durante este quadro térmico. 
Neste estudo, nao foi enfocada a anãlise da segurança 
em relação ã ruptura. Alguns critérios, entretanto, poderão ser 
facilmente implementados com o objetivo de avaliar o grau de se 
gurança ã ruptura. 
Finalmente, cabem algumas observações a respeito das 
funções de relaxação e da interpretação dos resultados. 
A obtenção da função de relaxação e objeto de estudos 
experimentais, estando assim, condicionada a viabilidade de 
tais ensaios. A determinação da curva de fluéncia é mais sim-
ples de ser efetuada, o que vem a contribuir para uma maior pr~ 
cisão e confiabilidade dos dados. No entanto, o ensaio de rela-
xaçao embora mais laboroso fornece resultados num espaço de tem 
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po menor; como e mostrado por CASTRO J J. 
Em virtude da fluencia e relaxa~ão representarem duas 
fases de um mesmo fenômeno, uma função pode ser obtida a partir 
do conhecimento da outra seja por via analTtica ou numérica, 
como sugerido por CARNEIRO J J e BAZANT j j. 
Assim, conhecendo-se a função de relaxação do mate-
rial, o campo de temperaturas equivalentes é calculado mediante 
uma integração numérica identica ã mencionada anteriormente. 
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CAPITULO IV 
DESCRIÇAO DO PROGRAMA 
JV.l - INTRODUÇAO 
Com o objetivo de estudar o comportamento das estrutu-
ras de concreto sujeitas ã ação de gradientes termices foi desen 
volvido um programa de computador, baseado no metodo dos elemen-
tos finitos, que determina o campo de temperaturas e o campo de 
tensões térmicas atraves da anãlise linear. 
Foi dada enfase particular ao estudo das tensões termi-
cas que se observam durante a fase de construção das barragens 
de gravidade de concreto. A liberação de calor das reações de hi 
dratação do cimento em grandes massas de concreto provoca subs-
tancial elevação de temperatura nas primeiras idades do concre-
to, seguido de resfriamento gradual, instalando-se diversos cam-
pos de tensões ao longo deste período no corpo da barragem. Com 
intuito de minimizar esses efeitos, que podem danificar a estru-
tura, e de praxe a concretagem dessas estruturas por etapas ob-
tendo-se menor elevação de temperatura, e ainda, 
parcial. 
resfriamento 
O programa elaborado simula a construção incremental s~ 
guindo um ritmo de construção fornecido como dado, e a cada pas-
so de integração no tempo determina o campo de temperatura e ten 
soes. 
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IV.2 - DESCRIÇAO DO PROGRAMA 
O programa analisa os efeitos térmicos nas estruturas 
de concreto sendo que as tensões calculadas somente sao vãlidas 
atê que se dê o gradiente térmico de fissuração. 
Em uma primeira etapa o programa efetua a anãlise li-
near da transmissão de calor em regime transiente num dominio 
bi-dimensional utilizando elementos isoparamêtricos de oito nós. 
Na segunda etapa, e feita a anãlise estãtica linear em 
estados planos e axissimêtricos do corpo sólido submetido as de-
formações iniciais E= E
0
{a, T), onde "a" ê o coeficiente de di-
latação térmica e ''T'' o campo de temperatura determinado na eta-
pa anterior. Considera-se o módulo de elasticidade do concreto 
crescente com o tempo segundo dados experimentais. r utilizado 
na anãlise o elemento finito isoparamêtrico de 4 nós. 
IV.3 - JDENTIFICAÇAO DOS DADOS DE ENTRADA 
a) Identificação do problema 
Titulo 
Definição se a anãlise ê incremental ou nao 
Definição do tipo de anãlise 
Definição do elemento finito 
b) Geometria da estrutura 
Numero de nos 
Numero de elementos 
Coordenadas 
Conetividades 
c) Ritmo de construção 
Numero de camadas 
Espessura das camadas 
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Numero total de nos por camadas 
Numero total de elementos por camadas 
Intervalo de tempo entre uma camada e a seguinte 
Temperatura de lançamento do concreto das camadas 




Temperatura da ãgua de cura 





Superfície adiabãtica - nao especificar 
63 
Numero de elementos com condições de contorno temporãrias 
Elementos com condições de contorno temporãrias 
e) Condições iniciais 
Temperatura da rocha (media anual) 
Numero de elementos de transição 
Elementos de transição 
f) Propriedades térmicas dos materiais 
















Data da retirada das formas 
f.4 - Curvas de temperatura adiabãtica dos concretos 
Por pontos 
Expressão anal1tica - Ta= TM(l - eut) 
Ta= t 
at+b 
g) Caracter1sticas de integração no tempo 
Intervalo de tempo de integração (DT) 
Mêtodo de integração no tempo (8) 
Numero de interações 
Tempo total da anãlise 
Intervalo de tempo para cãlculo das tensões 
h) Propriedades mecãnicas dos materiais 
h.l - Rocha 
MÕdulo de elasticidade da rocha 
Coeficiente de dilatação têrmica 
Coeficiente de poisson 
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h.2 - Concreto 
MÕdulo de elasticidade 
Coeficiente de distorção t~rmica 




V.l - DETERMINAÇAO DA DISTRIBUIÇAO DE TEMPERATURAS EM UMA CONS-
TRUÇAO INCREMENTAL CONSIDERANDO-SE FLUXO DE CALOR UNI-DI-
RECIONAL 
Este exemplo, retrata a construção incremental de uma 
estrutura maciça de concreto cujas dimensões permitem a conside-
ração do fluxo uni-direcional, isto e, a dissipação do calor se 
faz somente pela superficie. A Figura 5.1 mostra, esquematicame~ 
te, a geometria da estrutura, indica as propriedades termicas do 
concreto e da rocha adotadas, bem como, as condições de contor-
no. A distribuição de temperaturas, ao longo da altura para 9 e 
18 dias apõs o inicio da construção, obtido por via analitica, 
pode ser vista em linha cheia. As soluções obtidas pelo MEF sao 
comparadas. 
V.2 - ANEL DE CONCRETO SUBMETIDO A VARIAÇAO LENTA DE TEMPERATURA 
A Figura 5.2 mostra um anel de concreto moldado junta-
mente com um anel de quartzo fundido, indicando as propriedades 
termicas e mecãnicas do concreto e o quartzo. Na Figura 5.3 estã 
traçada a curva de fluencia do concreto medida atraves de en-
saios apropriados. Na Figura 5.4 estã representado graficamente a 
lei de variação de temperatura a que foi submetido o modelo e 
mostra as tensões elãsticas, medidas, e as calculadas pelo meto-





da 12 Camada 
Funda ão 
Temperatura da Roéha-OºF 
Difusibilidade da Rocha e do Concreto - 0.0418 ft~h 
Temperatura de Lancamento do Concreto- OºF 
ltervolo de Tempo entre Camada - 9 dias 
Temperatura Adiabática do Concreto Tq(t)•49.1(1-eO.OIGtl 
t -Tempo em dias 
Altura das Ca~ a dos ·- 5 feet 
Temperatura do Sup~rfÍcie-OºF 
--- Rei. 1 26 1 
>ri-- --x Mef. e= 1 1 6 t = 1?- horas 
o----D -Mef. e= 1/2 1 6: t = 12 horas 
10 20 30 40 
T.emperatura ºF 
FIG. 5.1-CONSTRUçÁo INCREMENTAL,FWXO 
UNIDIRECIONAL -COMPARAÇÃO , 
DE RESULTADOS ANALITICOS E 
' NUMERICOS 
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a=l6cm a'= 21cm 
Quartzo. fundida Concreto 
FIG .. 5. 2-ANEL SUBMETIDO AD ENSAIO 
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2 4 .6 8 10 12 14 
Idade (dias) 
FIG.5.3-CURVA OE FLUENCIA ADOTADA 











l 2 3 4 5 6 7 
(a ) Teinpa (dias) 
+15 
E 2dios de ida.de 
~ + 10 >---+--->---+--->--
~ Resistênc~méd1o __ à_ _ óo 
1 ~ 5 F=+:..::~~;~~;~::...:l====~=1 
o cole lãdo o i.,::::_.L__.J_ _ _L_ _ _J__ _ __L _ __L _ __J 
1 2 3 4 5 6 7 
( b) Tempo (dias) 
FIG. 5. 4 -(a) variação de temperatura ( b) tensões 
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V.3 - ~LACA QUADRADA SUBMETIDA A UM CARREGAMENTO 
DISTRIBUYDO 
UNIFORMEMENTE 
Uma placa quadrada é constituida de material visco-elã~ 
tico linear com envelhecimento. As propriedades mecãnicas sao 
dadas e também a função de retonação do material. A solução obti 
da pelo método das forças equivalentes é comparada com a referén 
eia 1'°1· 
MÕdulo de elasticidade - E D = Eh
3 
12(1-v 2 ) 
Coeficiente de poisson - v 
Espessura - h 
Carga - q = 1 D 
qa' 
= 1 
FIG. 5.5 - MALHA DE ELEMENTOS 
FINITOS 
Funçã.o de relaxação - R(t', t) = E 11 - KdK
2
/l + Kd Kt 1 
Kd = 1.9 0.llt' + 0.002t' 2 + 0.4569 x 




= 1.0 - 0.13 e- 0 •25 (t-t') -
_ 0 _35 e-0.02l(t-t') _ 0 _52 e-0.019/t-t') 
-3 Deslocamentos no centro da placa x 10 
TEMPO Re f. 1'°1 llt 
10 l . 26 
20 l. 62 
30 l. 81 
40 l. 95 
50 2.06 






V.4 - AN~LISE DO ESTADO TtRMICO DURANTE A CONSTRUÇAO DO MURO DE 
TRANSIÇAO ESQUERDO MTE DA USINA DE SAMUEL - PORTO VELHO -
RO 
A anãlise têrmica do MTE - Usina de Samuel - foi efetua 
da pelo programa. A geometria da estrutura ê mostrada na Figura 
5.6 a partir da malha de elementos finitos. O ritmo de constru-
çao e dado pelas Figuras 5.6.a, b, c e d. Foram consideradas na 
anãlise: 
Condições de contorno 
Temperatura media do ar - 279C 
Temperatura da ãgua da cura - 269C 
Coeficiente de transmissão superficial 
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Concreto - ar - 278.4 Kcal/m 2 dia 0 c 
Concreto - agua - 7200.0 Kcal/m 2 dia 0 c 
Forma metãlica - 278.4 Kcal/m 2 dia 0 c 
Superficie adiabãtica - eixo de simetria 
Condições iniciais 
Temperatura da rocha - 269C 
Temperatura de lançamento do concreto - 309C 
Propriedades têrmicas dos materiais 
k ( Kcal )c Kcal h' 
media ºc t 0 c 
Rocha 36.72 1 70 
Concreto J76 39.39 205 





Curvas das temperaturas adiabãticas dos concretos Figura 5.7. 
' 1 
r 
~, "V, "" u, 
ROCHA 
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Tempo • 
FIG. 5. 7-TEMPERATURA ADIABATICA 
DOS CONCRETOS . 
ROCHA 
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FIG. 5.6 d - TEMPO DE LANÇAMENTO DAS · 
f CAMADAS ( DIAS ) 
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Caracteristica de integração do tempo 
Intervalo de tempo de integração - 05 dias 
Metodo de interação no tempo - e= l 
Numero de integrações - 360 
Tempo total da anãlise - 180 dias 
Intervalo de tempo para cãlculo de tensões - 5 dias 
Propriedades mecânicas dos materiais 
Rocha - E r = 400.000 kyf/an
2 
ªr = 40 X 10-
6/QC 
vr = 0,19 
Concretos - Ec + Figura 5.8 
= 10 X 10- 6/QC ªc 
vc = 0,20 
Numero de pontos de integração 
Temperatura - 3 pontos 
Tensão - 2 pontos 
As Figuras 5.9.a, b e c mostram as superficies térmi-
cas caracteristicas para a elevação de temperatura das camadas 
de lm ·e 2m. A Figura 2.10 indica a variação da temperatura em um 
ponto no interior da massa de concreto comparando os valores me-
didos com os obtidos pelo MEF. 
( 
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FIG. 5.9- PERSPECTIVA DA 
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FIG. 5.10- COMPARAÇAO DAS TEMPERATURAS MEDIDAS NA OBRA 







Como pode ser observado ao longo deste trabalho, foram 
abordados diversos temas referentes a anãlise térmica de estru-
turas de barragens. Fez-se referência ao mêtodo dos elementos 
finitos aplicados ã problemas de transferência de calor, proc! 
deu-se uma revisão dos modelos de comportamento estrutural pro-
postos para representar o concreto e finalmente discorreu-se so 
bre o problema das tensões têrmicas, quando então, apresentou-
se o método das temperaturas equivalentes. 
Quanto ao primeiro problema pode-se afirmar que o pro-
cedimento delineado satisfaz as expectativas jã que o erro de-
tectado situa-se dentro de limites aceitãveis. Os exemplos mos-
trados no cap1tulo anterior demonstram tal afirmativa principal 
mente aquele em que se compara os resultados numêricos com os 
obtidos em midições na prõpria obra durante a execução. Em caso 
da necessidade de maior precisão sugere-se diminuir o intervalo 
de tempo embora em detrimento de economia de memõria de comput~ 
dor. 
A discussão a cerca do modelo estrutural para represe~ 
taro comportamento do concreto, como jã foi mencionado antes, 
vem merecer destaque, pois ainda apresenta questões não esclare 
cidas. Este tõpico, encontra ou deveria encontrar, afinidade com 
o problema mais completo que trata da resolução da estrutura 
86 
pelo mêtodo dos elementos finitos, isto e, numericamente. As-
sim, esta questão visa a obtenção de um modelo matemãtico que 
se adapte satisfatoriamente ã formulação dos elementos finitos. 
Os trabalhos mais recentes parecem jâ caminharem nesta direção 
e pode-se citar os Últimos artigos publicados por BAZANT e 
ZIENKIEVICW 1. Uma outra vertente que se tem ã especu-
lar estã na anâlise local da interface de contato entre o con-
creto velho e o novo recêm lançado, concomitantemente com um 
procedimento específico a dar ao concreto algumas poucas horas 
apôs a pega do cimento. 
No que concerne ao processo adotado neste trabalho, 
atravês do mêtodo das temperaturas equivalentes, os resultados 
sõ encontram respaldo experimental se forem cumpridas as hipõt~ 
ses bâsicas que se pressupõe para a validade do princípio da 
superposição. Evidentemente que tal fato nao se dâ efetivamente 
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